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Introduction

Le sudoku est aujourd’hui devenu un jeu incontournable. Il a en effet l’avantage d’être
jouable par la plupart des personnes. Ses règles d’utilisation sont très simples.

Mais le sudoku est aussi intéressant d’un point de vue algorithmique. En effet, un
nombre croissant de méthodes de résolution de sudoku existe depuis peu. Certaines tech-
niques sont vraiment efficace et concurrence fortement la simple, mais néanmoins incon-
tournable méthode énumérative.

Ce projet a donc pour but de tenter de déterminer les méthodes de déductions et
réductions les plus efficaces, ainsi que l’algorithme général le plus optimal pour la résolution
de sudokus. Nous observerons les différents résultats dans le dernier chapitre de ce docu-
ment.
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Chapitre 1

Présentation

1.1 Le Sudoku

Le sudoku est un jeu en forme de grille défini en 1979 et inspiré du carré latin ainsi
que du problème des 36 officiers de Leonhard Euler. Le but du jeu est de remplir cette
grille avec des chiffres allant de 1 à 9 en respectant certaines contraintes, quelques chiffres
étant déjà disposés dans la grille.

Fig. 1.1 – Un exemple de sudoku

3



Voici la solution du sudoku précédent :

Fig. 1.2 – Solution du sudoku

Un sudoku doit respecter les contraintes suivantes :
– un seul chiffre (de 1 à 9) dans chaque case
– chaque ligne, colonne et région ne doit contenir qu’une seule fois tous les chiffres de

un à neuf. (une grille est divisible en 9 régions, ou blocs (un carré de 3x3))
C’est contraintes sont assez réduites pour pouvoir créer des centaines de milliers de

sudokus différents, et de niveaux divers.

Les sudokus ont la propriété de pouvoir d’être invariant à la rotation et à l’image ho-
rizontale ou verticale (miroir). Cela signifie que les solutions d’un sudoku sont les mêmes
que son image verticale etc...

Il est à noter qu’il n’existe pas forcément de solution à un sudoku (placement initial
incorrecte), ni même une solution unique (trop peu de valeurs initialement placées).

1.2 Cahier des Charges

Nous devons réaliser en langage prolog, deux programmes.

1. Le premier devant résoudre un sudoku en n’utilisant que des méthodes de déductions
et de réductions.

2. Le deuxième programme doit quant à lui être capable de déterminer une solution
d’un sudoku, en un temps optimal. Ce dernier peut donc utiliser l’un des atouts
majeurs de prolog : la construction d’arbre de tests (notamment à l’aide d’une
méthode énumérative).
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Les deux programmes doivent tout d’abord lire un fichier au format ’.sud’, et doivent
respectivement ecrire leur solution dans un fichier ’.p1’ et ’.p2’.

1.3 Méthode d’implémentation

La structure que nous utilisons et que nous mettons à jour tout au long de notre de
programme est une liste qui contient pour chaque case, la liste des valeurs (ou candidats)
possibles.

Les premières étapes réalisées par nos deux programmes sont les suivantes :
– Calcul des valeurs possibles au sein des lignes.
– Calcul des valeurs possibles au sein des colonnes.
– Calcul des valeurs possibles au sein des blocs.

Fig. 1.3 – Codage du sudoku

Après avoir obtenu ces ensembles de valeurs, nous réalisons des intersections pour
obtenir la liste des valeurs possibles pour chacune des cases de la grille. Par exemple si
nous avons ces valeurs possibles :

– 1, 2, 4, 6, 8, 9 pour la première ligne
– 1, 2, 5, 8, 9 pour la première colonne
– 1, 3, 8, 9 pour le premier bloc

alors en réalisant l’intersection des ces 3 ensembles, nous en déduisons que les valeurs
possibles pour la première case sont : 1, 8, 9.

Pour calculer cette intersection des trois ensembles de ligne (Lj), colonne (Ci) et de
région (Sk) pour chaque case (C) de la liste finale, nous avons déterminé les relations
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suivantes :

Ci ← C mod 9 (1.1)

Lj ← C − (C mod 9)

9
(1.2)

Sk ← Ci− (Ci mod 3) + Lj − Lj mod 3

3
(1.3)

Nous connaissons ainsi à tout moment le numéro de ligne, de colonne et de région de
chaque case de la liste du sudoku.

Il existe de nombreuses autres techniques de stokage de contraintes, mais cette méthode
a l’avantage d’être simple à mettre en place et relativement efficace (notamment pour le
premier programme).
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Chapitre 2

Le solver de sudoku

Nous allons décrire dans ce chapitre l’ensemble des techniques utilisées lors de la
résolution de sudoku par les deux programmes de déductions et d’énumération.

2.1 Règles de déduction

La résolution manuelle de sudoku commence toujours par la détermination des valeurs
directement déductibles. Pour cela, nous avons implémenté deux méthodes distinctes,
directement déduites des ensembles de contraintes que contient le sudoku.

2.1.1 Candidat unique dans une case

Après avoir réalisé les intersections pour chaque case, nous testons si une case ne
possède qu’un seul candidat. Si ce test réussit, alors on affecte la valeur de ce candidat à
la case.

Fig. 2.1 – Candidat unique (4)
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Dans cet exemple, le 4 est la seule valeur possible pour la case C=46, on affecte donc
à cette case la valeur 4.

2.1.2 Candidat unique dans une ligne/colonne/région

Une autre méthode de déduction est la méthode dite du candidat unique dans une
contrainte. Cette technique, applicable aux lignes, colonnes et blocs, est définie de la
maninère suivante : si dans une de ces 3 régions, une valeur n’est possible que dans une
case, alors on lui affecte la valeur.

Fig. 2.2 – Candidat unique dans une ligne/colonne/région (4)

Fig. 2.3 – Affectation de la case et mise à jour des autres cases

Comme le montre l’exemple précédent, le 4 n’est possible que dans la 5ième case, et on
affecte donc la valeur 4 à cette case.

2.1.3 Mises à jour des intersections

Après avoir affecté un chiffre à une case avec une de ces 2 méthodes, il faut bien
entendu mettre à jour la liste contenant les intersections. Ceci est fait en 4 étapes :

– On élimine la valeur choisie dans les autres cases de la ligne modifiée.
– On élimine la valeur choisie dans les autres cases de la colonne modifiée.
– On élimine la valeur choisie dans les autres cases du bloc modifiée.
– On affecte la liste vide pour la case dont le terme a été trouvé

2.2 Les réductions de candidats

Contrairement aux méthodes de déduction, les méthodes de réduction ne permettent
pas d’affecter un chiffre à une case. Cependant elles permettent de savoir que certains
chiffres sont impossibles dans certaines cases.
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2.2.1 Jumeaux et triplés - type 1

Si à l’intérieur d’un bloc, un chiffre n’est possible que dans une ligne/colonne, alors
nous pouvons en déduire que ce chiffre ne peut pas être présent dans les cases de cette
ligne/colonne n’appartenant pas au bloc.

Fig. 2.4 – Jumeaux et triplés - type 1

Dans cet exemple, le 1 n’est possible que dans la 3ème ligne du bloc 3. On en déduit
que le 1 sera soit dans la première case de cette ligne, soit dans la troisième case. Le 1 ne
pourra donc pas être présent dans la troisième ligne du bloc 1 ni dans la troisième ligne
du bloc 2.

2.2.2 Jumeaux et triplés - type 2

Si à l’intérieur d’une ligne/colonne, un chiffre n’est possible que dans un bloc, alors
nous pouvons en déduire que ce chiffre ne peut pas être présent dans les autres cases de
ce bloc.

Fig. 2.5 – Jumeaux et triplés - type 2

9



Dans cet exemple, pour la 3ème ligne, le chiffre 2 n’est possible qu’à l’intérieur du
deuxième bloc. Comme il faut un 2 dans cette ligne, on en déduit que cette valeur sera
soit dans la 7ème case du bloc 2, soit dans la 8ème case. Pour toutes les cases de ce bloc
n’appartenant pas à la 3ème ligne, la valeur 2 est donc impossible.

2.2.3 Groupes isolés

La troisième méthode de réduction que nous avons implémentée est connue sous le
nom de Groupes isolés. Le principe de cette méthode est simple. Elle s’appuit sur une
propriété intéressante du sudoku, et notamment des contraintes générées par les lignes,
colonnes et régions :

Si N candidats se retrouvent seuls dans N cases d’une unité de grille (ligne, colonne ou
région), alors nous sommes sûr que ces candidats finiront bien dans ces N cases, même si
les candidats ne sont pas présents dans chacune d’elles. Pour comprendre cette propriété,
prenons un exemple.

Dans l’exemple suivant, nous pouvons remarquer qu’il existe 3 candidats (1, 5 et 6) se
retrouvant seuls dans 3 cases d’une ligne (la 2ième, la 4ième et la 8ième).

Fig. 2.6 – Groupes isolés 156 (3 valeurs dans 3 cases)

Nous sommes alors sûr que ces trois candidats ne seront que dans l’une de ces trois
cases, et nous pouvons dès lors supprimer ces candidats des autres cases (par exemple
dans la 1ière case). En effet, si on met 6 dans la 1ière case, alors la 8ière case est un 1, la
2ière case est un 5...et la 4ière case n’a plus aucun choix ! On pourra remarquer que quelque
soit la case (en dehors des N cases) et le candidats pris, cela aboutit à une incohérence.
Les valeurs choisies sont donc forcément dans les N cases.

Fig. 2.7 – Groupes isolés 156 - mise à jour des cases extérieures

Comme nous pouvons le voir sur l’exemple précédent, cette méthode fait partie des
méthodes de réduction les plus efficaces. Elle élimine beaucoup de candidats, mais a aussi
l’inconvénient d’être relativement longue à calculer dès que l’on augmente le nombre N.

L’algorithme suivant montre les différentes étapes nécessaires à la détermination des
groupes isolés.
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1. On choisit tout d’abord les Jk
ième cases d’une constrainte (ligne/colonne/région)

(Jk < Jk+1 ∀k ∈ [0..N − 1] ).

2. A cette étape, nous avons N cases, il suffit donc de calculer l’union de ces cases

3. Si la cardinalité de l’union est égale à N, alors on enlève ces valeurs des autres cases
de la contrainte, sinon, on retire un autre jeu de Jk (s’il reste au moins un jeu).

Dans notre programme de déduction/réduction, nous avons appliqué cette méthode
d’une part pour toutes les contraintes en ligne, colonne et région, et d’autre part pour
différentes valeurs de N : 2 valeurs dans 2 cases (N = 2), 3 valeurs dans 3 cases (N = 3),
ainsi que pour le calcul de 4 valeurs dans 4 cases (N = 4). Le cas particulier de N=4
impose un temps de calcul relativement long. Nous verrons dans le chapitre 3 que cette
fonctionnalité pourra être désactivée.

Nous pouvons de plus remarquer que cette méthode est une généralisation d’une autre
méthode connue sous le nom de Candidats identiques. La méthode des Candidats iden-
tiques n’est par conséquent qu’un cas particulier de la méthode des groupes isolés, lorsque
N est fixé à 2. Nous n’avons par conséquent pas ajouté à notre programme cette méthode,
redondante.

2.2.4 Groupes mélangés

Les méthode des Groupes mélangés repose sur les mêmes propriétés que la méthode
précédente. Elle diffère cependant sur l’application des réductions. Il s’agit ici de trouver
N candidats présents dans seulement N cases d’une unité de grille. Ces N cases n’auront
par conséquent que un des candidats parmi les N trouvés et nous pouvons dès lors sup-
primer les autres candidats possibles pour chacune de ces cases.

L’exemple suivant illustre le cas de 3 candidats (3, 5 et 8), présents seulement dans 3
cases (2, 4 et 6ième cases).

Fig. 2.8 – Groupes mélangés 358 (3 valeurs uniquement dans 3 cases)

Nous nous retrouvons donc dans le cas où nous avons 3 valeurs dans 3 cases possibles,
les autres candidats de ces cases sont par conséquent impossibles et peuvent donc être
supprimés.
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Fig. 2.9 – Groupes mélangés 358 - élimination des possibilités inintéressantes

La méthode des groupes mélangés est aussi une technique efficace, et est généralement
employée avec les groupes isolés. Voici l’algorithme utilisé pour déterminer les groupes
mélangés :

1. On choisit tout d’abord les Jk
ième cases d’une constrainte (ligne/colonne/région)

(Jk < Jk+1 ∀k ∈ [0..N − 1] ).

2. On choisit ensuite 1 candidat (Ck) différent dans chacune des Jk
ième cases et on

vérifie que ces N candidats ne sont pas dans les autres cases de la contrainte.

3. Si ces N valeurs ne sont présentent que dans ces N cases, alors on enlève les autres
candidats possibles ( 6= Ck∀k) dans les N cases, sinon, on retire un autre jeu de Ck

puis de Jk .

Le programme de Déduction/réduction présente une implémentation de cette tech-
nique pour l’ensemble des unité de grille, et pour trois valeurs de N : N=2, 3 et 4.

Nous pouvons aussi noté que le cas où N=1, la méthode s’apparente à la technique
que nous avons employée dans les méthodes de déductions : Candidat unique dans une
ligne/colonne/région.

2.3 Algorithme de déduction/réduction

Après avoir présenté l’ensembles des techniques de déductions et de réductions que
nous avons choisies d’implémenter, nous pouvons définir l’algorithme général du premier
programme.
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Fig. 2.10 – Algorithme de déductions et réductions

Remarques :

Cet algorithme est le fruit de diverses améliorations, notamment au niveau de l’ap-
plication des règles de réductions. En effet, l’algorithme initial appliquait les règles de
déductions et de réductions pour chaque case du sudoku. Or, les techniques de réductions
sont relativement imposantes en temps de calcul, et sont de plus parfois totalement in-
utiles pour des sudokus faciles et médium. Nous avons par conséquent choisis d’appliquer
les règles de déductions d’une part, puis de ne lancer les techniques de réductions que s’il
reste des cases indéterminées.

Cet algorithme garantit un temps de calcul limité sur des sudokus relativement faciles,
mais ne néglige pas les techniques de réductions fortement efficaces sur des sudokus plus
difficiles.

Cependant, l’utilisation seule, des techniques de déductions et de réductions ne permet
pas forcément de déterminer l’ensemble des valeurs de certains sudokus. Nous avons par
exemple testé notre programme sur des sudokus dits diaboliques et, malgré l’efficacité des
techniques, le logiciel s’arrête après avoir déterminé le maximum de valeurs déductibles
(par nos méthodes) possibles. Il est à noté que les sudokus diaboliques sont connus pour
ne pas avoir forcément une unique solution, et donc ne pas être déductibles. Il est donc
nécessaire d’utiliser un programme énumératif.
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2.4 L’énumération

La partie énumération de ce projet est basée sur une optimisation du nombre d’inférences
et du temps de calcul du logiciel. Nous avons réalisé deux programmes d’énumérations, le
premier garantissant la résolution de sudokus en moins de 1 500 000 inférences, quelque
soit le niveau de difficulté. Le deuxième programme détermine lui, les sudokus d’une
manière beaucoup plus rapide, mais peut sur certains rares sudokus dépasser les 2 mil-
lions d’inférences.

2.4.1 Algorithme de l’énumération - premier programme

Le principe de la technique de l’énumération est relativement simple. L’énumération
consiste à sélectionner un candidat pour chaque case non déterminée, et de vérifier que le
sudoku est cohérent et respecte les diverses contraintes.

Cependant, pour accélérer la détermination entière du sudoku, il faut aider et guider
l’algorithme d’énumération simple.

L’algorithme présenté ci-dessous représente le mode opératoire que réalise le deuxième
programme d’énumération.

Fig. 2.11 – Algorithme du programme réalisant l’énumération

2.4.2 Propriétés et efficacité

L’algorithme présenté dans la partie précédente, montre la méthode générale que nous
avons utilisée dans notre deuxième programme. Quelques paramètres de cette techniques
on été ajustés afin de garantir le meilleur temps de calcul.

Tout d’abord, afin d’aider l’énumération, nous lançons juste celui-ci quelques tech-
niques de déductions et de réductions. Cela permet donc de déterminer une majorité de
valeurs d’une part, et d’autre part, de réduire le nombre de candidats posibles pour chaque
cases. L’énumération se retrouve donc avec un nombre de valeurs à déterminer réduit, et
un choix pour chaque valeur réduit lui aussi. En ce qui conserne les méthodes utilisées,
nous avons tout simplement conservé les techniques de déductions, les deux méthodes de
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réductions des Jumeaux et triplés, ainsi que les méthodes des groupes isolés et groupes
mélangés, appliqués pour N=2, seulement. Ces deux dernières techniques étant assez im-
posantes à générer, nous avons choisis de ne prendre que le cas où N=2.

D’autre part, nous avons imposé un ordre pour la détermination de chaque case. Il
s’agit ici, de déterminer les cases dont le nombre de candidats possibles est minimal. Ainsi,
dans l’arbre de recherche, nous imposons les cardinalités minimales au sommet de l’arbre.
Par conséquent, nous diminuons non pas le nombre de points de choix, qui reste inchangé,
mais la probabilité de faire un erreur lors du choix d’un candidat en haut de l’arbre.

Fig. 2.12 – Arbre de probabilité

Comme le montre la figure précédente, on a tout intérêt à mettre les grandes cardi-
nalités de choix en bas de l’arbre. Dans l’arbre gauche on a 50% de chances de faire une
erreur, alors que dans l’arbre droit, on en a 66% (en considérant les choix équiprobables).

Pour augmenter la rapidité de l’algorithme d’énumération, nous avons appliqué cette
technique à chaque appel récursif de l’algorithme.

Il est à préciser que nous aurions pu appliquer les techniques de déductions à chaque
noeud de l’arbre, mais en raison de l’optimisation du temps de calcul et du nombre
d’inférences, aucune méthode de déduction n’est appelée. On peut toutefois noter que la
technique dite du Candidat Unique est implicitement réalisée puisque lors du choix des
valeurs, si un seul candidat est possible, aucun point de choix n’est créé.

2.4.3 Algorithme de l’énumération - deuxième programme

Le second programme que nous avons conçu, est un peu plus complexe que le précédent.
Nous avons en effet, modifié la façon dont le logiciel manipule le sudoku. Les changements
sont précisés ci-après :

– Tout d’abord, nous stockons pour chaque chiffre (1 à 9), la liste des lignes, colonnes
et régions encore incomplètes (où le chiffre n’apparâıt pas).

– De plus, nous stockons la liste des cases vides (numéro de ligne, numéro de colonne
et liste des valeurs possibles)

– En ce qui concerne l’algorithme d’énumération, il diffère sensiblement. Il est notam-
ment plus rapide lors de la mise à jour des valeurs possibles (après une affectation)
puisque le logiciel ne parcourt que la liste des cases vides, et non l’ensemble des
cases du sudoku, comme le fait le premier programme.
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Fig. 2.13 – Algorithme du second programme d’énumération

Le parcours de la liste des case encore vides et la mise à jour ainsi restreinte des
intersections rend ce second logiciel plus rapide, comme nous le verrons dans le troisième
et dernier chapitre de ce document.
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Chapitre 3

Tests et résultats

3.1 Résultats des programmes

Voici les résultats que nous obtenons avec nos trois programmes, sur les différents
sudokus proposés. Les deux dernières colonnes du tableau suivant représentent les deux
programmes d’énumérations mentionnés dans les parties 4.1 et 4.3 du chapitre 2.

Fig. 3.1 – Résultats des programmes

Remarques :
Quelques précisions doivent être apportées sur les résultats présentés.
Tout d’abord, nous avons choisis d’optimiser le nombre d’inférences pour le premier

programme réalisant les énumérations, sur l’ensemble des niveaux de difficultés des sudo-
kus. Autrement dit, nous ne nous sommes pas borné à améliorer les inférences sur les 7
sudokus fournis, mais aussi sur des sudokus appelés diaboliques. Ces sudokus ne sont pas
résolvables seulement pas déductions/réductions (sauf certains), et le nombre d’inférences
augmente fortement dès qu’il s’agit de travailler sur ces sudokus.
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Fig. 3.2 – Diabolique1 - sudoku de niveau très difficile

Il nous faut préciser que les résultats du premier programme d’énumération contiennent
les inférences du pré-traitement par déductions. Il aurait été utile d’appeler le programme
d’énumération sur les fichiers ’.p1’, qui contiennent certaines valeurs déjà déterminées.
Dans notre cas, le programme travaille seulement sur le fichier d’entrée ’.sud’.

De plus, en ne prenant pas en compte ces sudokus difficiles, nous aurions pu dimi-
nuer fortement le nombre d’inférences des sudokus dits faciles. Cependant, ce premier
programme d’énumération a l’avantage de résoudre la totalité des sudokus testés (une
vingtaine), de tout niveaux, en moins de 1 500 000 inférences !

Le deuxième programme d’énumération résout les sudokus quant à lui, presque uni-
quement par énumération. Il y a tout de même la plus simple des règles de déductions
(une valeur possible). Il n’y a donc pas de prétraitement de déductions et réductions !
Cet aspect nous permet donc de trouver très rapidement les valeurs de chaque case des
sudokus relativement faciles (en moins de 30 000 inférences), ou même un peu plus dif-
ficiles (moins de 100 000 inférences). Il permet de plus de résoudre quelques sudokus
diaboliques en moins de 200 000 inférences, ce qui est très performant ! Cependant, ces
résultats sont à relativiser. Puisque le programme n’utilise pas de règles de réductions, le
nombre d’inférences est fortement corrélé au sudoku ; une erreur de choix dès le début des
appels récursifs entraine inexorablement un nombre d’inférences plus important.

Enfin, nous avons sensiblement bridé la ’capacité de détermination’ de notre pro-
gramme de déductions, en limitant les algorithmes des groupes isolés et mélangés à N=3.
Nous avions initialement choisis de calculer ces groupes avec N=2, 3 et 4, mais nous avons
remarqué que les groupes isolés et mélangés de 4 valeurs sont rares, et multiplient globa-
lement les inférences par dix.
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Conclusion

Le programme réalisant les déductions est efficace et rapide. Il détermine l’intégralité
des sudokus proposés. De nombreuses méthodes de déduction et réductions existent, mais
elles sont parfois inefficaces face aux sudokus diaboliques.

Le premier programme d’énumération allie l’efficacité d’un parcours de solutions en
arbre, et la rapidité de détermination de valeurs, et d’erreurs, des méthodes de déductions.
Cette version d’énumération garantit la résolution des sudokus en moins de 1 500 000
inférences, mais un minimum d’inférences est obligatoire...

Le deuxième programme d’énumération permet lui de trouver très rapidement les su-
dokus, mais est dépendant des sudokus testés.

Ce projet nous a permis de plus de mieux comprendre la nature et l’efficacité du lan-
gage prolog. Ce langage s’avère être très utile dans de nombreux domaines, et notamment
en Intelligence Artificielle. Il manipule en effet très aisément les arbres de tests (points
de choix) avec les divers changements de context, et sa nature récursive rend le langage
relativement simple à écrire.
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2.3 Affectation de la case et mise à jour des autres cases . . . . . . . . . . . . . 8
2.4 Jumeaux et triplés - type 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.5 Jumeaux et triplés - type 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.6 Groupes isolés 156 (3 valeurs dans 3 cases) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Résumé

Ce projet consiste en la réalisation de deux programmes. Le premier devant résoudre
un sudoku en n’utilisant que des méthodes de déductions et de réductions. Le deuxième
programme doit quant à lui être capable de déterminer une solution d’un sudoku, en un
temps optimal.

Mots clés
Sudoku, déduction, réduction, énumération, candidat, groupes isolés, groupes mélangés,

jumeaux, prolog

Abstract

This projet consist of the creation of two programs. One’s for solving every sudoku
as possible with just deductions and reductions methods. The second program can use
enumeratives méthodes but must to be optimized (inferences optimize).

Keywords

Sudoku, solver,deduction,reduction, enumeration, subset alone, prolog.


